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Абстракт. В работе рассматривается выпуклая экстремальная задача для 

дифференциальных включений типа Гурса-Дарбу специального  вида и получено 

необходимое и достаточное условие оптимальности ее решения. В выпуклой 

экстремальной задаче для дифференциальных включений типа Гурса-Дарбу сначала 

рассматривается возмущенная задача, с ее помощью строится двойственная задача, и, 

наконец,  иcпользуя субдифференциал функционала специального вида в 

пространстве абсолютно непрерывных и двумерных абсолютно непрерывных 

функций получается необходимое и достаточное условие экстремума. 
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1. Введение 
 

      Методика, использованная в работе, впервые была применена автором к 

однопеременной выпуклой экстремальной задаче для дифференциальных 

включений в классе абсолютно непрерывных функций(см.[6]). Та же 

методология автором была применена к большому числу выпуклых 

экстремальных задач для дифференциальных включений с многими 

переменными (см. [7-11]). Экстремальная задача для дифференциальных 

включений типа Гурса-Дарбу в классе двумерных абсолютно непрерывных 

функций рассматривалась в работах [8, 11] и [15]. В работе экстремальная 

задача для дифференциальных включений типа Гурса-Дарбу в специального  

вида рассматривается в классе двумерных абсолютно непрерывных функций. 

В выпуклой экстремальной задаче для дифференциальных включений типа 

Гурса-Дарбу сначала рассматривается возмущенная задача, с ее помощью 

строится двойственная задача, иcпользуется субдифференциал функционала 

специального вида в пространстве абсолютно непрерывных и двумерных 

абсолютно непрерывных функций и, наконец, с ее помощью получается 

необходимое и достаточное условие экстремума. Вариационная задача типа 

Гурса-Дарбу играет важную роль при исследовании экстремальной задачи 

для дифференциального включения типа Гурса-Дарбу (см.[10]). Настоящая 

работа является продолжением работы [12] автора. 
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     Работа состоит из двух разделов. Во втором разделе рассматривается 

выпуклая экстремальная задача для дифференциальных включений типа 

Гурса-Дарбу специального вида  и получено необходимое и достаточное условие 

экстремума. 

       Если  p1 , ,Rd n  ],1,0[L)(x n
p  ]1,0[L)(y n

p  и ])1,0[]1,0([L)(z n
p  , то 

множество функции которые имеют вид   

                                    
t

0

s

0

s

0

t

0

dd),(zd)(yd)(xd)s,t(u  

обозначается через ])1,0[]1,0([An
p  , где 

]1,0[t
,  

]1,0[s
. 

       Отсюда следует, что d)0,0(u  , )t(x)0,t(u t  , )s(y)s,0(us   и 

)s,t(z)s,t(u ts  . 

       Функция, входящая в линейное пространство ])1,0[]1,0([An
1  , называется 

двумерной абсолютно непрерывной функцией.  

         Из определения следует, что функция )s,t(u  однозначно 

определяется через ,Rd n  ],1,0[L)(x n
p  ]1,0[L)(y n

p  и ])1,0[]1,0([L)(z n
p  . 

Поэтому функция )s,t(u  обозначается через ))(z),(y),(x,d(  . Отсюда 

следует, что между сопряженным пространством пространства 

])1,0[]1,0([An
p   и сопряженным пространством пространства 

])1,0[]1,0([L]1,0[L]1,0[LR n
p

n
p

n
p

n   имеется взаимно однозначное 

соответствие. Поэтому существуют  

            ])1,0[]1,0([L]1,0[L]1,0[LR))(),(b),(a,c( n
p

n
p

n
p

n   , 1
p
1

p
1 


,  

такие, что каждый линейный непрерывный функционал   на 

])1,0[]1,0([An
p  ,  p1 , ( т.е.   ])1,0[]1,0([An

p ) имеет вид:   

              
1

0

1

0

ts

1

0

s

1

0

t dtds))s,t(u)s,t((ds))s,0(u)s(b(dt))0,t(u)t(a())0,0(uc()u( , 

где )ba( скалярное произведение в  
nR . Для простоты функционал   

обозначается через ))(),(b),(a,c(  , т.е.  ))(),(b),(a,c(  . 

Символом ]1,0[Wn
1,p  обозначается банахово пространство абсолютно 

непрерывных отображений отрезка  ]1,0[  в  nR , первая  производная 

которых принадлежит ]1,0[Ln
p . 

        Пусть D  метрическое пространство. Через )D(frm обозначается 

векторное пространство всех мер Радона в D (см.[2, c.65]). 

        Аналогично можно рассмотреть пространство ])S,s[]T,t([A 00
n
p  , 

 p1 , где ,Tt0  Ss0  . 

        В дальнейшем равенства и включения, связанные с измеримыми 

функциями или отображениями понимаются как почти всюду.  
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2. Об экстремальной задаче для выпуклых дифференциальных включений  типа 

Гурса-Дарбу . 

       

       Для простоты далее считаем, что 1T  , 1S  . Обозначим через )R(P n  (

)R(comp n ) совокупность всех компактных (непустых компактных)  

подмножеств nR . Пусть )R(PR]1,0[]1,0[:a nn
0  , )R(PR]1,0[:b nn

1  , 

)R(PR]1,0[:b nn
2  , n

0 RM  , )s,t(A1  и )s,t(A2   непрерыные nn  матрицы, 

)x,s,t(ax 0  выпуклое отображение.  

       Функция ])1,0[]1,0([A)(u n
1  , удовлетворяющая включениям  

                          
02s1t

0tss2t1

M)0,0(u)),s,0(u,s(b)s,0(u)),0,t(u,t(b)0,t(u

)),s,t(u,s,t(a)s,t(u)s,t(u)s,t(A)s,t(u)s,t(A




                 (1) 

для почти всех ]1,0[s,t  , называется решением задачи  (1). 

       Пусть  RR]1,0[]1,0[:f n2
0 ,  RR]1,0[: n2

1 ,  RR]1,0[: n2
2   

выпуклые нормальные интегранты,  RR:q n4

  собственная выпуклая функция. 

        Рассмотрим минимизации функционала  

          

    (t,0))dtuu(t,0),(t,tds)d)s,t(u)s,t(u)s,t(A)s,t(u)s,t(As),u(t,s,(t,f(u)J
1

0

t1

1

0

1

0

tss2t100

               

                             

))1,1(u),1,0(u),0,1(u),0,0(u(qs))ds(0,us),u(0,(s,
1

0

s2  
                                               (2) 

среди всех решением задачи  (1). 

        Обозначи ),y,x()y,x,t(),z,x()z,x,s,t( 1)s,t(bgr11)s,t(agr0 10
  

),y,x()y,x,s( 2)s,t(bgr22 2
  )x()x(

0M0  , где )u(
M
~  индикаторная 

функция множества  M
~

. 

        Задача (1),  (2)  эквивалентна  следующей задаче: 

    

    (t,0))dtuu(t,0),(t,tds)d)s,t(u)s,t(u)s,t(A)s,t(u)s,t(As),u(t,s,(t,fJ(u)
1

0

t1

1

0

1

0

tss2t10

      

         

inf,))1,1(u),1,0(u),0,1(u),0,0(u(qs))ds(0,us),u(0,(s,
])1,0[]1,0([A)(u

1

0

s2

n
1  




         (3) 

где   
)z,x,s,t(z)x,s,(t,fz)x,s,(t,f 000 

,   
)y,x,t()y,x,t()y,x,t( 111111 

,  

 )y,x,s()y,x,s( 2222 )y,x,s( 22 , )x()u,z,y,x(q)u,z,y,x(q 0 . 

      Из теоремы 2.1.1 и следствия 2.1.1[10]  следует, что существует решение уравнения  

)s,t(y)s,t(z)s,t(z)s,t(A)s,t(z)s,t(A tss2t1   при  ])1,0[]1,0([L)(y n
1  ,  )t()0,t(z 1 , 

)s()s,0(z 2 , где ]1,0[W)( n
1,11  , ]1,0[W)( n

1,12  , )0()0( 21  . Поэтому  

          ))(z),(u(:))s,t(z)s,t(z)s,t(A)s,t(z)s,t(A),s,0(z),0,t(z),(u{(M tss2t1st       

]).1,0[]1,0([L]1,0[L]1,0[L])1,0[]1,0([A])}1,0[]1,0([A])1,0[]1,0([A n
1

n
1

n
1

n
1

n
1

n
1 

Обозначим 
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)),1,1(u),1,0(u),0,1(u),0,0(u(q(s))dsys),u(0,(s,

 (t))dtyu(t,0),(t,tdss))dy(t,s),u(t,s,(t,f))y(),(y),(y),(u(I

1

0

22

1

0

11

1

0

1

0

021







 
 

      
}.))y(),(y),(y),(u(I:])1,0[]1,0([L]1,0[L]1,0[L])1,0[]1,0([A

))y(),(y),(y),(u({))y(),(y),(y),(u(Idom

21
n
1

n
1

n
1

n
1

2121




 

Тогда имеем, что  

    ])1,0[]1,0([L]1,0[L]1,0[L])1,0[]1,0([AM-))y(),(y),(y),(u(Idom n
1

n
1

n
1

n
121    

при   ))y(),(y),(y),(u(Idom 21 .   

           Обозначим   

                
},Rw:w)y,s,(t,f)vwinf{(v)y,s,(t,f n

0
0
0 

  

               
}Rw:)wy,(t,)vwinf{()vy,(t, n

111111
0
1 

, 

               
}Rw:)wy,(s,)vw(inf{)vy,(s, n

222222
0
2 

,   

где  
nRv , 

n
1 Rv 

, 
n

2 Rv 
.   

    Положим     

)).1,1(u),1,0(u),0,1(u),0,0(u(qs))ds(0,zs)(0,us),u(0,(s, (t,0))dtz(t,0)uu(t,0),(t,

tdsd))s,t(z)s,t(u))s,t(z)s,t(u)(s,t(A))s,t(z)s,t(u)(s,t(As),u(t,s,(t,fz)Ф(u,

1

0

ss2

1

0

tt1

1

0

1

0

tstsss2tt10







 

Ясно, что  Ф -выпуклый функционал по )z,u(  и  )u(J)0,u(Ф  . Для любого  

])1,0[]1,0([A)(z n
1   рассмотрим задачу минимизации 

                                                )z,u(Фinf
])1,0[]1,0([Au n

1 
.                                         (4) 

Задача (4) называется возмущением задачи (3). Задача 

                                             )}z,0(Ф{sup
])1,0[]1,0([Az n

1








,                                  (5) 

называется двойственной к (3) по отношению к заданной функции Ф . Легко 

проверяется, что  )0,u(Фinf)}z,0(Ф{sup
])1,0[]1,0([Au])1,0[]1,0([Az

n
1

n
1










. Но особый 

интерес представляет равенство 

                               )0,u(Фinf)}z,0(Ф{sup
])1,0[]1,0([Au])1,0[]1,0([Az

n
1

n
1










.                (6) 

Положим ])}1,0[]1,0([Au:)z,u(Фinf{)z(h n
1  . По предложению 2.5[4]  h  

выпуклая функция.  Задача (3) называется стабильной, если )0(h  конечно и h  

субдифференцируема в нуле. Из предложения 3.2.2 и замечания 3.2.3[14]  

следует, что если задача (3) стабильна, то соотношение (6) удовлетворяется и 

задача (5) имеет, по меньшей мере, одно решение. 

       Положим 
)}u,s,t(ay:)y,u{(gra 0)s,t(0 

,  
}Uu:usup{U 

, 0 . 
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    Замечание 2.1. Если  
)R(PR]1,0[]1,0[:a nn

0  ,  отображение )u,s,t(au 0  замкнуто и 

выпукло почти при всех ]1,0[]1,0[)s,t(  , т.е. )s,t(0gra
 замкнуто и выпукло почти при всех 

]1,0[]1,0[)s,t(   и  существует такая функция  )s,t( , что  
)u1()s,t()u,s,t(a0 
  при  

:Ry{u n
)s,t(   })s,t(uy  , 

nR]1,0[]1,0[:u   непрерывная функция,  

})y,s,t(a:Ry{adom 0
n

)s,t(0)s,t( 
, то  из теоремы 3.1.2[5]  следует, что 

uy)s,t(2))u,s,t(a),y,s,t(a(
5,0

)75,0)s,t(u1(

00x 



   при  

nRu,y  ,  25,0)s,t(uu ,  

 25,0)s,t(uy . 

    Замечание 2.2. Если 
)R(compR]1,0[]1,0[:a nn

0 
, отображение )u,s,t(au 0  замкнуто 

и выпукло почти при всех ]1,0[]1,0[)s,t(    и  существует такая функция  )s,t( ,  что  

)u1()s,t()u,s,t(a 0 
  при ,Ru n  где 

)}u,s,t(ay:ysup{)u,s,t(a 00 
, то  из 

теоремы 3.1.3[5]   следует, что uy)s,t(2))u,s,t(a),y,s,t(a( 00x   при  
nRu,y  . 

         Если отображение  )u,s,t(au 0  замкнуто почти во всех )s,t(  и  

)u1()s,t()u,s,t(a0 
, то из теоремы  1.2.32[1] следует, что отображение  )u,s,t(au   

полунепрерывно сверху почти  при  всех )s,t( . 

       Если 2211021 y)s,t(Ay)s,t(A)x,s,t(a)y,y,x,s,t(a  , где )s,t(A1  и )s,t(A2  nn  

матрицы, отображение  212010x xx)s,t(k))x,s,t(a),x,s,t(a(   при  n
21 Rx,x  , то 

из определения метрики Хасдорфа следует, что    
     21221121222111x zz)s,t(Ayy)s,t(Axx)s,t(k)z,y,x,s,t(a),z,y,x,s,t(a(    

при n3
222111 R)z,y,x(),z,y,x(  . Отсюда следует, что если )s,t(A1  и )s,t(A2  

непрерывные nn  матрицы, ]1,0[L)(k  ,  то положив  ,)(kmax{k1 


})(A,)(A
C2C1   имеем, что 

               )zzyyxx(k)z,y,x,s,t(a),z,y,x,s,t(a( 2121211222111x   

при n3
222111 R)z,y,x(),z,y,x(  . 

       Лемма 2.1. Пусть )s,t(u0  является решением задачи (1), существует число 

0  такое, что )w,s,t(a0  непусто и компактны при  )s,t(uw],1,0[s,t 0 , 

)x,t(b1  непусто и компактны при  )0,t(ux],1,0[t 0 , )y,s(b2  непусто и 

компактны при  )s,0(uy],1,0[s 0 , отображения )w,s,t(aw 0 ,  )x,t(bx 1 , 

)y,s(by 2  выпуклы и полунепрерывны сверху, отображения  )w,s,t(a)s,t( 0 ,  

)x,t(bt 1 , )y,s(bs 2  измеримы, существуют число 0  и суммируемые 

функции 0)t(1   и 0)s(2   такие, что )w1()w,s,t(a  ,  )x1)(t()x,t(b 11  , 

)y1)(s()y,s(b 22   при nRy,x,w  ,
]1,0[t
,  

]1,0[s 
, множество 0M  

выпукло,  RR]1,0[]1,0[:f n2
0 ,   RR]1,0[: n2

1 ,  RR]1,0[: n2
2   
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выпуклые нормальные интегранты, RR:q n4

 выпуклая функция, существуют 

числа 0r,0c   и функции ])1,0[]1,0([L)( 1  , ]1,0[L)(),( 121    такие, что 

zc)s,t()z,y)s,t(u,s,t(f 00  ,  11101 zc)t()z,y)0,t(u,t(  , 

)zc)s()z,y)s,0(u,s( 22202   при n
21 Rz,z,z  , 

]1,0[t
,  

]1,0[s
 и nRy ,

ry  , функция )),0,0(u(q 0   непрерывна в точке ))1,1(u),1,0(u),0,1(u( 000  и )u(Jinf  

конечно. Тогда задача (3)  стабильна. 

        Доказательство. Из теоремы 3.2.1[3] по условию следует, что 

функционал 







 

1

0

ttt001tststs0

1

0

1

0

sss02ttt01001

(t,0))dtz(t,0)u(t,0)uu(t,0),(t,0)u(t,)dtds)s,t(z)s,t(us)(t,u

))s,t(z)s,t(us)(t,u)(s,t(A))s,t(z)s,t(us)(t,u)(s,t(A,)s,t(us)(t,us,(t,fz)(u,J

                    ))1,1(u(1,1)u),1,0(u(0,1)u),0,1(u(1,0)u),0,0(u(q

s))ds(0,zs)(0,us)(0,us),u(0,s)(0,u(s, 

0000

1

0

sss002



 

 

непрерывен  в точке  
)0,0(

 относительно топологии пространства  

])1,0[]1,0([A])1,0[]1,0([A n
1

n
1 

. Из выпуклости  и непрерывности  z)(u,J1  в нуле 

следует, что существуют числа  0  и k  такие, что kz)(u,J1   для 

])1,0[]1,0([A])1,0[]1,0([A)z,u( n
1

n
1 

,  


 n
1

n
1 AA

)z,u(
.  По следствию 2.1.3[10]  для  2



 

существует 0  такое, что при  
])1,0[]1,0([Az n

1 
,   

n
1A

z
  существует 

решение )s,t(uz  задачи 

)),s,t(u,s,t(a)s,t(z)s,t(u))s,t(u)s,t(u)(s,t(A))s,t(z)s,t(u)(s,t(A 0tstsss2tt1   

      )0,0(u)0,0(u)),s,0(u,s(b)s,0(z)s,0(u),0,t(u,t(b)0,t(z)0,t(u 02ss1tt  , 

что 2Az0 n
1

uu 
.  Поэтому получим следующую оценку    

                                       k)z,u(Ф])}1,0[]1,0([Au:)z,u(Фinf{)z(h z
n
1   

для 
])1,0[]1,0([Az n

1 
,   

},min{z
2An

1

 

.  Согласно предложению 1.2.5[14]  отсюда  

следует, что  функция  h  непрерывна в нуле. Тогда используя  предложение 1.5.2 [14, с.31]  

отсюда  следует, что  h  субдифференцируема в  точке нуль. Поэтому задача (3)  стабильна. 

Лемма доказана. 

             Положим 

             },dtds))s,t(p),s,t(u,s,t(f:])1,0[]1,0([Au{Q
1

0

1

0

0
0

n
1     

        },dt)ds)s,t(ps)(t,A)t(v),t(x,t(:]1,0[W)(x{Q
1

0

1

0

11
0
1

n
1,11   
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         }ds)dt)s,t(ps)(t,A)s(v),s(y,s(:]1,0[W)(y{Q
1

0

1

0

22
0
2

n
1,12   

 . 

        Теорема 2.1. Пусть  RR]1,0[]1,0[:f n2
0 ,  RR]1,0[: n2

1 , 

 RR]1,0[: n2
2  выпуклые нормальные интегранты,  RR:q n4

 выпуклая 

функция. Для того чтобы u  являлась точкой минимума функционала )u(J0  среди 

всех решением задачи (1) достаточно, а если выполняются условия леммы 

2.1,   RR:q n4

 полунепрерывная снизу функция и множество 0M  замкнуто, 

то и необходимы, чтобы нашлись функция ])1,0[]1,0([L)(p n   , меры 

n])1,0[]1,0([frm  , 
n]1,0[frm , 

n]1,0[frm , функционал  

  ])1,0[]1,0([A))(v),(v),(v,0(v n
121  и векторы  

n4
21 R)d,d,d,c(    такие, что 

  1)   ))1,1(ud())1,0(udd())0,1(udd())0,0(udddc()u(v 2121  

            
  
1

0

1

0

1

0

1

0

)d)s,0(u()d)0,t(u()d)s,t(u(

   при  ])1,0[]1,0([Au n
1  , 

 2)   )s,t(vdt)s,t(ps)(t,Ad)s,(ps),(Ads)s,t(ps)(t,Ad),t(p)(t,A)s,t(p
t

0

1

0

22

s

0

1

0

11    
 , 

 3)  
)))s,t(ps),(t,us,(t,f)s,t( 0

0
,    

 4)    

)ds)s,t(ps)(t,A)t(v(t,0),u(t,)t(
1

0

11
0
11 



,        

5)  

)dt)s,t(ps)(t,A)s(vs),(0,u(s,)s(
1

0

22
0
22 



, 

6) ))1,1(u),1,0(u),0,1(u),0,0(u(q)d,dd,dd,dddc( 2121  , 

7)  )s)(t,us)(t,us)(t,As)(t,us)(t,A)s,t(p())s,t(ps),(t,us,(t,f tss2t1
0
0  

       s)),(t,us)(t,us)(t,As)(t,us)(t,As),(t,us,(t,f tss2t10   

8)  (t,0))u(t,0),u(t,))0,t(u)ds)s,t(ps)(t,A)t(v())ds)s,t(ps)(t,A(t)v(t,0),u(t, t1t

1

0

11

1

0

11
0
1  

 , 

9)  s))(0,us),(0,u(s,))s,0(udt)s,t(ps)(t,A)s(v()dt)s,t(ps)(t,A(s)vs),(0,u(s, s2s

1

0

22

1

0

22
0
2  

 . 

10)     


1

0

1

0

s

1

0

1

0

s
Qu

)d)s,t(u()d)s,t(u(max , 

11)  


1

0

s

1

0

s
Qx

)d)0,t(u()d)t(x(max
1

, 

12)  


1

0

s

1

0

s
Qy

)d)s,0(u()d)s(y(max
2

, 
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где  )E(dtds)s,t()E( s

E

  ,  )E(dt)t()E( 1s

E

11

1

  ,  )E(ds)s()E( 2s

E

22

2

    

Лебеговское разложение ,  и    соответственно, n])1,0[]1,0([E  , n
1 ]1,0[E  , 

n
2 ]1,0[E  -Борелевские множества.  

        Доказательство. Достаточность теоремы непосредственно проверяется. 

            Необходимость.  Рассмотрим возмущение задачи  (3). Поэтому рассмотрим функционал   

  
1

0

1

0

tstsss2tt10 tds)d)s,t(z)s,t(u))s,t(z)s,t(u)(s,t(A))s,t(z)s,t(u)(s,t(As),u(t,s,(t,fz)Ф(u,

)),1,1(u),1,0(u),0,1(u),0,0(u(qs))ds(0,zs)(0,us),u(0,(s, (t,0))dtz(t,0)uu(t,0),(t,
1

0

ss2

1

0

tt1  
 

где  }0)0,0(u:])1,0[]1,0([Au{Az n
1

n
1  , ])1,0[]1,0([Au n

1  .  

          Из леммы 4.1  следует, что h субдифференцируема в точке нуль, т.е. задача (3)  

стабильна. Поэтому из замечания 3.2.3  и из предложения 3.2.4 [14, с. 60, 62] вытекает, что  все 

решения  )(u   задачи  ])}1,0[]1,0([Au:)u(Jinf{ n
10   и  все решения  ))(v),(v),(v(v 21     

задачи  })A(v~:)v~,0(sup{ n
1

*    связаны экстремальным соотношением 

                                                            0)v,0()0,u( *   .                                                                                        (7) 

Аналогично доказательству теоремы 2.1[12] существует функция  ])1,0[]1,0([L)(p n   такая, что 

)s,t(vdt)s,t(ps)(t,Ad)s,(ps),(Ads)s,t(ps)(t,Ad),t(p)(t,A)s,t(p
t

0

1

0

22

s

0

1

0

11    


 и 

       



1

0

1

0

ts

1

0

s2

1

0

t1
])1,0[]1,0([Au

* dtds)s)(t,u)s,t(v(ds))s,0(u)s(v(dt))0,t(u)t(v({sup)v,0(
n
p

 

      

)).1,1(u),1,0(u),0,1(u),0,0(u(q)dsdt)s,t(ps)(t,A)s(vs),u(0,(s,-

- )dtds)s,t(ps)(t,A)t(vu(t,0),(t,tds)d)s,t(ps),u(t,s,(t,f

1

0

1

0

22
0
2

1

0

1

0

11
0
1

1

0

1

0

0
0





 

  





 

     Обозначив   ])1,0[]1,0([A))(v),(v),(v,0(v n
121  и 

            

))1,1(u),1,0(u),0,1(u),0,0(u(q)dsdt)s,t(ps)(t,A)s(vs),u(0,(s,

 ))dtds)s,t(ps)(t,A)t(vu(t,0),(t,tds)d)s,t(ps),u(t,s,(t,f)u(J

1

0

1

0

22
0
2

1

0

1

0

11
0
1

1

0

1

0

0
02





 

  





 

получим, что   )v(J)v,0( 2
*   . По условию из предложения 2.5 (см.[4, с.28]) 

следует, что  )u(Ju 2  выпуклый функционал. Из соотношения (7) следует, 

что 0)u(J)v(J2  . Тогда используя неравенство Юнга-Фенхеля (см.[3, с.183]) 

получим, что  

          ),u(Jdtds)s)(t,u)s,t(v(ds))s,0(u)s(v(dt))0,t(u)t(v()v(J 2

1

0

1

0

ts

1

0

s2

1

0

t12   
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и 

       

),u(Jdtds))s,t(p)s)(t,zs)(t,s)z(t,As)(t,s)z(t,A(

ds))s,0(udt)s,t(ps)(t,A)s(v(dt))0,t(u)ds)s,t(ps)(t,A)t(v()u(J

1

0

1

0

tss2t1

1

0

s

1

0

22

1

0

t

1

0

112





 

  


 

где  )s,t(vdt)s,t(ps)(t,Ad)s,(ps),(Ads)s,t(ps)(t,Ad),t(p)(t,A)s,t(p
t

0

1

0

22

s

0

1

0

11    
 . 

Из первого равенства следует, что )u(Jv 2 . Из второго равенства имеем 

           
s)),(t,us)(t,us)(t,As)(t,us)(t,As),(t,us,(t,f

)s)(t,us)(t,us)(t,As)(t,us)(t,A)s,t(p())s,t(ps),(t,us,(t,f

tss2t10

tss2t1
0
0




 

(t,0))u(t,0),u(t,))0,t(u)ds)s,t(ps)(t,A)t(v()ds)s,t(ps)(t,A(t)v(t,0),u(t, t1t

1

0

11

1

0

11
0
1  

 , 

s))(0,us),(0,u(s,))s,0(udt)s,t(ps)(t,A)s(v()dt)s,t(ps)(t,A(s)vs),(0,u(s, s2s

1

0

22

1

0

22
0
2  

 . 

Так как  для любого ])1,0[]1,0([L)(p~ n   ,  ]1,0[L)(z n
1    и ]1,0[L)(z n

2   верны 

соотношения 

                 
,))s,t(u~)s,t(u~)s,t(A)s,t(u~)s,t(Ay,s)(t,u~s,(t,f

))s,t(p~)s,t(u~)s,t(u~)s,t(A)s,t(u~)s,t(A(s))(t,p~y,s)(t,u~s,(t,f

tss2t10

tss2t1
0
0




 

                  
,(t,0))u~y,(t,0)u~(t,))t(z)0,t(u~())t(z;y)0,t(u~,t( t11t1

0
1 

 

                            
s))(0,u~y,s)(0,u~(s,))s(z)s,0(u~())s(z;y)s,0(u~,s( s22s2

0
2 

 

при ry,Ry n   и  число )u~(J 2  конечна, то по условию имеем, что для функционала 

)u(J 2 удовлетворяются условия теоремы  2.1[12].  Применяя теорему 2.1[12]  или  теорему 6.1 

[13]   к  )u(J 2  в  точке  u   получим справедливость теоремы  2.1. Теорема доказана. 

            Теорема 2.2. Пусть  RR]1,0[]1,0[:f n2
0 ,  RR]1,0[: n2

1 , 

 RR]1,0[: n2
2  выпуклые нормальные интегранты,  RR:q n4

 выпуклая 

функция. Для того чтобы u  являлась точкой минимума функционала 
)u(J
 на 

пространстве ])1,0[]1,0([An
1   достаточно, а если при )s,t(u)s,t(u~   

удовлетворяются условия леммы 2.1,  RR:q n4

 полунепрерывная снизу 

функция и множество 0M  замкнуто и необходимо, чтобы нашлись функции 

])1,0[]1,0([L)(p n   , ])1,0[]1,0([A)(v n
1  , 

]1,0[W)(v n
1,11 

,  
]1,0[W)(v n

1,12 
  и 

const)1,t(v)s,1(v 
  при  

]1,0[t
, 

]1,0[s
  такие, что  

 1)  
))s,t(ps),(t,us,(t,f)s,t(v 0

0ts 
,    

 2)   )s,t(vdt)s,t(ps)(t,Ad)s,(ps),(Ads)s,t(ps)(t,Ad),t(p)(t,A)s,t(p
t

0

1

0

22

s

0

1

0

11    
 , 
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 3)    

)ds)s,t(ps)(t,A)t(v(t,0),u(t,)t(v)0,t(v
1

0
11

0
11t 

 
,        

 4)  

)dt)s,t(ps)(t,A)s(vs),(0,u(s,)s(v)s,0(v
1

0
22

0
22s 

 
, 

5) ))1,1(u),1,0(u),0,1(u),0,0(u(q))1,1(v),1,0(v)1(v),0,1(v)1(v),0(v)0(v)0,0(v( 2121  , 

6)  )s)(t,us)(t,us)(t,As)(t,us)(t,A)s,t(p())s,t(ps),(t,us,(t,f tss2t1
0
0  

         s)),(t,us)(t,us)(t,As)(t,us)(t,As),(t,us,(t,f tss2t10   

7)  (t,0))u(t,0),u(t,))0,t(uds)s,t(ps)(t,A)t(v()ds)s,t(ps)(t,A(t)v(t,0),u(t, t1t

1

0

11

1

0

11
0
1  

 , 

8) s))(0,us),(0,u(s,))s,0(udt)s,t(ps)(t,A)s(v()dt)s,t(ps)(t,A(s)vs),(0,u(s, s2s

1

0

22

1

0

22
0
2  

 . 

     Доказательство.   Достаточность теоремы непосредственно проверяется. 

 Необходимость.   Если положив  )s,t(u)s,t(u~  , то теорема 2.2 доказывается 

аналогично теореме 2.1.  Аналогично теореме 2.1 проверяется для функционала )u(J2

удовлетворяются условия  теоремы 2.2[12].   Применяя теорему  2.2[12] к )u(J 2  в точке u  

получим, что существуют ])1,0[]1,0([L)(p n   , ])1,0[]1,0([A)(v n
1  , 

]1,0[W)(v n
1,11 

,  

]1,0[W)(v n
1,12 

 и const)1,t(v)s,1(v    при  ]1,0[t , ]1,0[s   такие, что выполняются 

соотношения 1)-8)  теоремы  2.2. 

        Замечание 2.3. Если   RR]1,0[]1,0[:f n2
0 ,  RR]1,0[: n2

1 , 

 RR]1,0[: n2
2  нормальные интегранты, RR:q n4

 собственная функция и 

выполняются соотношения 1)-12) теоремы 2.1, то  u  также является точкой 

минимума функционала )u(J  на пространстве ])1,0[]1,0([An
1  . 

       Замечание 2.4.  Если 0)s,t(A1  , 0)s,t(A2  , то  из равенства 

               

)s,t(vdt)s,t(ps)(t,Ad)s,(ps),(Ads)s,t(ps)(t,Ad),t(p)(t,A)s,t(p
t

0

1

0

22

s

0

1

0

11    
  

следует, что )s,t(v)s,t(p   при ]S,0[]T,0[)s,t(  .  Поэтому если 0)s,t(A1  , 0)s,t(A2  , 

то положив )s,t(v)s,t(p   из теоремы 2.1 можно получить необходимое и 

достаточное условие для минимизации функционала 
)u(J

в пространстве 

])1,0[]1,0([An
1  . 

Используя лемму 2.1[12] теоремы  2.2  можно  написать в  следующем виде. 

         Теорема 2.3. Пусть  RR]1,0[]1,0[:f n2
0 ,  RR]1,0[: n2

1 , 

 RR]1,0[: n2
2  выпуклые нормальные интегранты,  RR:q n4

 выпуклая 

функция. Для того чтобы u  являлась точкой минимума функционала 
)u(J

 на 
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пространстве ])1,0[]1,0([An
p  ,  p1 , достаточно, а если при )s,t(u)s,t(u~   

удовлетворяются условия теоремы 2.1, и необходимо, чтобы нашлись 

функции ])1,0[]1,0([L)(p n   , ])1,0[]1,0([A)(v n
1  , 

]1,0[W)(v n
1,11 

,  
]1,0[W)(v n

1,12 
  и 

const)1,t(v)s,1(v    при  ]T,0[t ,  ]S,0[s   такие, что  

   1)  s))(t,us)(t,us)(t,As)(t,us)(t,As),(t,us,(t,f))s,t(p,)s,t(v( tss2t10ts  ,    

   2)   )s,t(vdt)s,t(ps)(t,Ad)s,(ps),(Ads)s,t(ps)(t,Ad),t(p)(t,A)s,t(p
t

0

1

0

22

s

0

1

0

11    
 , 

    3)    

(t,0))u(t,0),u(t,))t(vds)s,t(ps)(t,A),t(v)0,t(v( t11

1

0

11t  


,        

   4)  

s))(0,us),(0,u(s,))s(vdt)s,t(ps)(t,A),s(v)s,0(v s2

1

0

222s  


, 

 5) ))1,1(u),1,0(u),0,1(u),0,0(u(q))1,1(v),1,0(v)1(v),0,1(v)1(v),0(v)0(v)0,0(v( 2121  . 

 

         3. Заключение.  В работе рассматривается выпуклая экстремальная задача 

для дифференциальных включений типа Гурса-Дарбу специального вида  и 

получено необходимое и достаточное условие экстремума. 
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Abstract. The paper considers a convex extremal problem for differential inclusions of 

Goursat-Darboux type of a special type and obtains a necessary and sufficient condition for 

the optimality of its solution. In a convex extremal problem for differential inclusions of 

Goursat-Darboux type, the perturbed problem is first considered, the dual problem is 

constructed with its help, and finally, using a subdifferential of a functional of a special 

form in the space of absolutely continuous and two-dimensional absolutely continuous 

functions, a necessary and sufficient condition for the extremum is obtained. 
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